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1 Задачи на семинары

1. Показать что форма объема dV ol инвариантна относительно xm → x′m = x′m(x)

dV ol =
√
g ϵm1...mD dxm1 ∧ . . . ∧ dxmD (1)

2. Получить выражение для производной Ли ранга (p,q) в компонентах из общего выражения

LξT
µ1...µp
ν1...νq =

[
d

dt
(FtT )

µ1...µp
ν1...νq Vj

]
t=0

(2)

3. Определим [x, y]m = LXY m −LY X
m, где Xm, Y m – векторные поля. Проверить, что так опреде-

ленная скобка является скобкой Ли.

4. Найти вектора Киллинга R3 и S3. Получить их алгебру в обоих случаях.

5. Пусть Xi = Xm
i ∂m — векторное поле, n = 1, ..., dn dimM . ωi дуальный базис 1-форм: ωi(Xj) = δij .

Доказать, что dωi = −1
2fjk

iωj ∧ ωk, если

[Xi, Xj ] = fij
kXk. (3)

6. Получить преобразования символов Кристоффеля Γmn
k.

7. Получить метрику на сфере S2 вложением в R3 и нелинейной реализацией S2 = SU(2)/U(1).

8. Показать, что меридианы на S2 являются геодезическими.

9. Построить параллельный перенос вектора на S2 вдоль малой окружности на некоторой широте
θ. Найти угол поворота вектора.

10. Показать, что для связности Леви-Чивиты для любого вектора Xn выполнено L∂
X = L∇

X . Пока-
зать, что условие LXgmn = 0 эквивалентно ∇(mXn) = 0.

11. Показать, что внутренняя ковариантная производная, определенная как

∇mAn = eµmeνn∇µAν , (4)

где Am = Aµe
µ
m — касательный вектор, согласована с индуцированной метрикой.

12. Построить атлас из двух карт на S2.
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13. Построить атлас для Mat12×2R.

14. Показать, что эквивалентность кривых в данной точке не зависит от выбора карты, а закон
преобразования компонент

ξ′ip0 = Ai
jξ

j
p0 , (5)

где Ai
j =

∂x′i

∂xj .

15. Показать, что при переходе в другую карту с координатами x′i компоненты тензора преобразу-
ются правильно.

16. Пусть I = {α ∈ R1,−1 ≤ α ≤ 1}, Z2 действует t(α) = −α. Показать, что S1 × I как тотальное
пространство главного расслоения (S1, π,RP 1) является листом Мёбиуса.

17. Построить функции склейки для R1 расслоений над S1 (цилиндр и лист Мёбиуса).

18. Построить функции склейки для монополя Дирака (U(1) расслоение над S2).

19. Пусть X,Y – векторные поля на M и ω ∈ Ωr(M). Докажите, что

ι[X,Y ]ω = X(ιY ω)− Y (ιXω). (6)

Также покажите, что ιX является антидифференцированием,

ιX(ω ∧ η) = ιXω ∧ η + (−1)rω ∧ ιXη (7)

и нильпотентным оператором,
ι2X = 0. (8)

Используйте нильпотентность
LXιXω = ιXLXω. (9)
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